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Aufgabe 1
Daten und Verteilungsannahmen

Betrachtet werden p > 2 Kriteriumsvariablen Y7,Ys,...,Y), fiir welche je-
weils aus g = 2 Gruppen (Grundgesamtheiten) G und Go, Stichproben der
Umfange ny und no vorliegen. Angenommen wird, dass fiir jede der beiden
Gruppen der Zufallsvektor Y = (Y1,Y5,...,Y},)" der p Kriteriumsvariablen
p-dimensional normalverteilt ist, Y|G1 ~ Np(u1,E) und Y|Ga ~ Np(p2,X),
mit jeweils verschiedenen Erwartungswertvektoren p; und pg, aber gleicher
(positiv definiter) Kovarianzmatrix . Mittels der Dichten notiert:

fa,(y) = @) P28 7 2 exp [—0.5(y — 1) Sy — )] (y €RP,i=1,2).

Kosten

Weiters wird von einer Kostenmatrix, wie sie auf der Folie Seite 184 gegeben
ist, ausgegangen. Im Fall einer Fehlklassifikation vom Typ

Wahre Gruppe G / Klassifikation Go
fallen die Kosten ¢(2|1) € Rs¢ an, im Fall einer Fehlklassifikation vom Typ
Wahre Gruppe G2 / Klassifikation Gy
die Kosten ¢(1]2) € R. Bei korrekten Klassifikationen fallen keine Kosten
an.
A-priori Wahrscheinlichkeiten

Die zwei Gruppen G7 und G4 treten mit beliebig vorgegebenen a-priori
Wahrscheinlichkeiten 7,72 € (0,1) auf. Diese konnten zum Beispiel die
Proportionen der beiden Gruppen in der Gesamtpopulation représentieren.

Herleitung verallgemeinerte Entscheidungsregel

Vorhersageproblem: Beobachtet werden fiir einen Fall dessen Auspriagun-
gen in den Kriteriumsvariablen Y; (1 < ¢ < p), kwrz y = (y1,%2,.--,9p) -
Vorhergesagt wird dessen Gruppenzugehorigkeit.



Entscheidet man sich fir Gruppe G; betragen die erwarteten (bedingten)
Kosten:
E(Kosten| Y = y, Klassifikation Gy)
=c(1f1) - P(G = G1|Y =y) +c(1]2) - P(G = Go|Y =y)
R 1) PG = Galy =)

Bayes-Regel _
=" c(102) - fo,(y)meP(Y =y) 7"
Entscheidet man sich fir Gruppe Go betragen die erwarteten (bedingten)
Kosten:

E(Kosten| Y = y, Klassifikation Ga)
=¢(2|2) - P(G=Ga2lY =y) +¢(2]1)- P(G=G1]Y =vy)
c(2|2)=0
P e PG = Gy =)

Bayes-Regel _
=7 c2) - fe (y)mP(Y =y)7h

Fiir den ‘log-ratio’ dieser erwarteten Kosten gilt:

© = In E(Kosten| Y = y, Klassifikation G1)}

| E(Kosten| Y = y, Klassifikation G2)
[c(1]2) fa, (y)@]

Le(21) fa, (y)m
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Setzt man die jeweiligen Dichten (p-dimensional normal) ein, so ergibt sich
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wobei 7 (nach direkter Umformung) ausgedriickt werden kann als
v =exp [(n2 — 1) Sy — 0.5z — 1)’ S (p2 + )] -

Dies impliziert

L I c(1]2)ms
O = (2 — 1)'S "1y — 0.5z un2<m+m”“{qmml'
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Verallgemeinerte Entscheidungsregel (in unbekannten Populationsgrof$en):
Als Vorhersage der Gruppenzugehorigkeit fiir den Fall mit entsprechendem

Ausprigungsvektor y fillt die

‘Entscheidung auf Gruppe Gy’
<= FE(Kosten|Y = y, Klassifikation G1) < E(Kosten|Y = y, Klassifikation G3)

= 0<0
-1 1 c(1]2)m
= (p2 —p)'E" Y = 0.5(p2 — p1)'E7 (p2 + p1) +In | ——=—| <0
c(2]1)m
12

= (g —p1)'S "y —0.5(p2 — p1)' S (pg + 1) < —In {%]

3 B 1]2) o
— w1y — 0. — )Y 1 0(7
< (1 — p2) y —0.5(u1 — p2) (1 + p2) > In )m )’

‘Entscheidung auf Gruppe G2’
<= FE(Kosten|Y = y, Klassifikation G1) > E(Kosten|Y = y, Klassifikation G3)

—60>0
- c(1
s (i — )5y — 0501 — 1 )'S (,U2+,u1)—|-ln[ (1]2)m ] =0
c(2[1)m
- - c(12)m
= (u2 = m)'B7y = 05(up — 1) B (2 + ) > = n[ 2}1 ni]
- - c(1|2)m
= (i1 — 1) Sy = 050 — )7 + p2) <In [ §2:1;7ﬂ

Verallgemeinerte Entscheidungsregel (in bekannten Schitzgrifen): Schitzt
man

die Erwartungswertvektoren 1 und po durch die entsprechenden Stichpro-
be Gruppenmittelwertvektoren

o= T T

52 = (m2552""’y_p2),
(7i; empirischer Mittelwert zur Variablen Y; gebildet nur iiber die Félle
der Gruppe j),

und die Kovarianzmatrix ¥ durch die Stichprobe zusammengefasste (‘ge-
poolte’) Kovarianzmatrix

1

Spooled = (1 — 1)+ (np — 1) (n1 —1)S1 + (n2 — 1)5;
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(S; empirische Kovarianzmatrix zum Vektor Y gebildet nur iiber die
Fille der Gruppe j),

so ergibt sich als Vorhersage der Gruppenzugehorigkeit fiir den Fall mit
entsprechendem Auspriagungsvektor y folgende Entscheidungsregel:

‘Entscheidung auf Gruppe Gy’

= (. —7)'S ]
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oledY — 0.5(y; — y2)15«5§

‘Entscheidung auf Gruppe G2’

_ — N/ o—1 - 7.\ g1 m M
= @1~ ) S0010a¥ ~ 0501 — T2)'S0016q (W1 +72) < In {c@u)m

po po

Diskriminanzraum, Diskriminanzfunktion, Diskriminanzscore

Im Folgenden bleiben wir bei den letzteren Schétzgrofien.
Der Vektor

-1 _ _
a-= Spooled(yl —Ya)

spannt den hier 1-dimensionalen Diskriminanzraum auf, eine Diskriminanz-
gerade durch den Nullpunkt im p-dimensionalen Merkmalsraum. Die lineare
Funktion

D(z):=d'x

fir einen Punkt © = (x1,292,...,%p) im p-dimensionalen Merkmalsraum
heiBt Diskriminanzfunktion. Diese Funktion transformiert (projiziert) den
Punkt = des Merkmalsraumes in (auf) jenen nieder-dimensionalen Unter-
raum. Man nennt D(z) auch den Diskriminanzscore von .

Die verallgemeinerte Entscheidungsregel zur Vorhersage der Gruppenzu-
gehorigkeit fiir den Fall mit entsprechendem Auspriagungsvektor y lasst sich
wie folgt in Diskriminanzscores ausdriicken:

‘Entscheidung auf Gruppe G’

D) + D(H,) > n [M] ’

= Dly) - 2 c(2|1)m

‘Entscheidung auf Gruppe G5’

D(y,) + D(¥s) <In [C(1|2)7T2] .

= D) - 2 o(2[1)m



Bezeichnet
v= LT p)

den Stichprobe Gesamtmittelwertvektor (7; empirischer Mittelwert zur Va-
riablen Y; gebildet iiber alle Félle der Gesamtstichprobe), so nennt man

D(y) — D(y)

den zentrierten Diskriminanzscore vom Auspriagungsvektor y.

Die verallgemeinerte Entscheidungsregel zur Vorhersage der Gruppenzu-
gehorigkeit fiir den Fall mit entsprechendem Auspragungsvektor y lisst sich
wie folgt in zentriertem Diskriminanzscore ausdriicken:

‘Entscheidung auf Gruppe G7’

@#D@—D@»ﬂﬁ@éyﬁﬁ—p@ﬂ+mE%%gy

‘Entscheidung auf Gruppe G5’
D(y,) + D(¥»)

= D) - D) < |20

— D(y)] +In [M] .

c(2|1)m



