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Aufgabe 1 (Quadratische Diskriminanzanalyse)
Daten und Verteilungsannahmen

Betrachtet werden p > 2 Kriteriumsvariablen Y7,Ys,...,Y), fiir welche je-
weils aus g = 2 Gruppen (Grundgesamtheiten) G und Go, Stichproben der
Umfange ny und no vorliegen. Angenommen wird, dass fiir jede der beiden
Gruppen der Zufallsvektor Y = (Y1, Y3, ...,Y})" der p Kriteriumsvariablen p-
dimensional normalverteilt ist, Y|G1 ~ Np(u1, 1) und Y|Ga ~ Np(p2, X2),
mit jeweiligen Erwartungswertvektoren pq und po, und (positiv definiten)
Kovarianzmatrizen 7 und Xs. Mittels der Dichten notiert:

fa,(y) = @) P28 7 2 exp [-0.5(y — ) Sy — )] (y €RP, i =1,2).

Kosten

Weiters wird von einer Kostenmatrix, wie sie auf der Folie Seite 184 gegeben
ist, ausgegangen. Im Fall einer Fehlklassifikation vom Typ

Wahre Gruppe G / Klassifikation Go
fallen die Kosten ¢(2|1) € Rs¢ an, im Fall einer Fehlklassifikation vom Typ
Wahre Gruppe G2 / Klassifikation Gy
die Kosten ¢(1]2) € R. Bei korrekten Klassifikationen fallen keine Kosten
an.
A-priori Wahrscheinlichkeiten

Die zwei Gruppen G7 und G4 treten mit beliebig vorgegebenen a-priori
Wahrscheinlichkeiten 7,72 € (0,1) auf. Diese konnten zum Beispiel die
Proportionen der beiden Gruppen in der Gesamtpopulation représentieren.

Herleitung Entscheidungsregel

Vorhersageproblem: Beobachtet werden fiir einen Fall dessen Auspriagun-
gen in den Kriteriumsvariablen Y; (1 < ¢ < p), kwrz y = (y1,%2,.--,9p) -
Vorhergesagt wird dessen Gruppenzugehorigkeit.



Entscheidet man sich fir Gruppe G; betragen die erwarteten (bedingten)
Kosten:

E(Kosten| Y = y, Klassifikation G)
=c(1]1) - P(G=G1]Y =y) +c(1]2) - P(G = Go|Y =)
e(1]1)=0

=" c(1]2) - P(G = GolY =)
PR c112) - fo,mP(Y = 4)

Entscheidet man sich fir Gruppe Go betragen die erwarteten (bedingten)
Kosten:

E(Kosten| Y = y, Klassifikation Gs)
=c(22) - P(G=GqlY =y)+c(2]1) - P(G=G1]Y =)
c(2]2)=0
P20 con) - e =aily =)

Bayes-Regel _
=" c211) - fo, (y)ymP(Y =y) 7"

Fiir den ‘log-ratio’ dieser erwarteten Kosten gilt:

© = In E(Kosten| Y = y, Klassifikation Gl)}

| E(Kosten| Y = y, Klassifikation G3)
[c(12)fe, (y)ﬂz]

Lc(211) fa, (y)m

fe:W)] o, [cA2)m

o) e e

Setzt man die jeweiligen Dichten (p-dimensional normal) ein, so ergibt sich

[Za| 2 exp [-0.5(y — 12)'T5 (y — )] | [6(1]2)7@}
|54 ~1/2 exp [—0.5(y — 1) E7 " (y — 111)] c(2[1)m

= In

= In

©

Zul] | e 050 —me) 2y —p)] || [e(l2)m
] i exp [—0.5(y — p1)' 7 (y — )] ! [ ]

wobei 7 (nach direkter Umformung) ausgedriickt werden kann als
v =exp [0.5y (7" = S5 )y — (ST — 1h S5 )y + 0.5(ur S s — 555 pa)]
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Dies impliziert
|El|]
© = 05In| =
[|22|
+ (059 (27 = 25Ny — (21 — sy )y + 0514 57 i — 55 o)

i [%} .

Entscheidungsregel (in unbekannten Populationsgrdfen): Als Vorhersage
der Gruppenzugehorigkeit fiir den Fall mit entsprechendem Auspriagungs-
vektor y fallt die

‘Entscheidung auf Gruppe Gy’

<= FE(Kosten|Y = y, Klassifikation G1) < E(Kosten|Y = y, Klassifikation G3)

<—0<0
<= —0.51In [—}

—[0.5y' (57" =25y — (457 = 155 )y + 0.5(u S i — Sy )]

[l

= =05y (S =Sy Dy + (BT — 1S5y
|21

—0.5 [ln [@} + (37 i — 35 )

‘Entscheidung auf Gruppe G2’

<= E(Kosten|Y = y, Klassifikation G;) > E(Kosten|Y = y, Klassifikation Ga)

~—0>0
<= —0.51n [@}
32|

— 05y (27 =25y — (=1 — 535 Dy + 0.5y By — 55 o))

e [2m]

c(2|1)m
= 0.5y (57 = S5y + (1B — ps%5 Ny
X _ _
—0.5 [ln [%} + (ST i — ph5 )

3



Entscheidungsregel (in bekannten Schitzgrifien): Schitzt man

die Erwartungswertvektoren g1 und po durch die entsprechenden Stichpro-
be Gruppenmittelwertvektoren

gl = (mlvﬁlv"'uy_pl)lv
Ty = (Yio:W22,---+TUpy)

(Ej empirischer Mittelwert zur Variablen Y; gebildet nur {iber die Félle
der Gruppe j),

und die Kovarianzmatrizen 31 und 3o durch die entsprechenden Stichprobe
Gruppenkovarianzmatrizen S; und Sy (S; empirische Kovarianzmatrix
zum Vektor Y gebildet nur iiber die Fille der Gruppe j),

so ergibt sich als Vorhersage der Gruppenzugehorigkeit fiir den Fall mit
entsprechendem Auspragungsvektor y folgende Entscheidungsregel:

‘Entscheidung auf Gruppe G’
= 05y (ST = Sy )y + (ST ~ 7Sy )y
S ol = a—1—
—0.5 [ln [%} + @157V — 1555 %)
o n c(1|2)me ’
c(21)m

‘Entscheidung auf Gruppe G5’
= —0.5y'(ST1 = Sy )y + @S ~ 7Sy )y
|51

—0.5 [ln [@} + (@ST 'Y — 7555 ')



