4.3.4 Konfidenz und Vorhersage Intervalle
Da b und @ normalverteilt sind, kennen wir Kis fer o und b
mit der t-Verteilung erstellen. Fur b:
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Um unsere Unsicherheit um des Modells auszudruacken,
brauchen wir die Varianz von a + bx:

Va4 bxo]l = V[a] + 23V [b] + 2z9Cov[a, b]
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der Entfernung von zq von z ab.

Ein (100 — a)% Kl far @ + bxrg = E[Y|X = =zg]:
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Ein (100 — a)% Vorhersage Intervall far Y| X = xq ist:
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4.4 Residuen
e; = y; — (a + bx;)

= Y; — Y
{e;} sind nicht eine Stichprobe aus N(0,c2), weil wir
a und b nur geschaizt haben. Wenn wir a und b genau

wusten, waren e¢; = y; — (a + bx;) eine Stichprobe aus
N(0,02).

Die Residuen werden benutzt, um die Gute des Modells
eingehender zu wberprufen. Die folgenden Graphiken sind
hilfreich:

(1) e; v. y; Residuen v. Vorhergesagte
(2) e; v. i Residuen v. Reihenfolge
(3) e; V. w; Residuen v. eine andere erklarende Variable

(4) Histogramm/Boxplot/Dotplot von e;



4.5 Multiple Lineare Regression

Um die Wirkungen von mehreren erklarenden Variablen
ZuU untersuchen:

p
Y =bo+ > biX;+e
j=1

Das Modell wird als Matrixgleichung geschrieben:

Y = Xb+ ¢
n Ist die Anzahl Beobachtungen
P Ist die Anzahl erklarender Variablen

Y (n x 1) ist die abhangige Variable
{X;} (nx(p+ 1)) sind die erklarenden Variablen
b ((p+ 1) x 1) ist der Koefbzientenvektor

e (nx1)~uiv. N(O,o?) ist der Fehlerterm



4.5.1 KQ Schatzung von b
minC =Y 2 = mine'e = min(Y — Xb)'(Y — Xb)

dC
E=0=>—X’Y+X’Xb=o

= b= (X'X)"1XY
VI = V(X' X)) 1 X'Y]
= (X' X)X (X' X)L XY V[Y]
= (X'X)"1o?

weil V[Y] = V]e] = 021

Als Beispiel kann man die einfache lineare Regression in
dieser allgemeinen Form herleiten. N.B. far p = 1 gilt

IvN—1 1 2%2 — 2T




4.5.2 ML Schatzer = KQ Schatzer in Regression

Mit dem Modell
Y = Xb+ ¢

wo ¢ ~ N(0,021), nehmen wir an, dass

p
Y; ~ N(bo -+ Z ijma 0'2) u.i.v.

=1
n 1 —52i—bo- i bjij)?
20 ! ~ ¢
L(y,x; b, o?) = e =1
(y ) Z.l;ll o\ 27
[ =1log L
n 1 & & D
= —nlogo — ~log2r — —5 > (yi—bo— ) bjz)

Far o bekannt wird das Maximum von [ beim Minimum
von €’e erreicht.



4.5.3 Gutekriterien
R2 — erklarte (Modell) Variabilitat M SS

Gesamt-Variabilitat — TSS
_ (Wi — )2
S (y; — )2

Je mehr Variablen einbezogen werden, desto greser wird
R2. Ein Vorschlag ist das adjustierte R?:

2 _,_ RSS

TSS

wo RSS = Rest-Variabilitat
_ ., RSS/(n—p-1)
adj TSS/(n —1)

R?

RSS/(n —p— 1) = s° schatzt o2
TSS/(n — 1) schatzt 032/
(n—1)
(n—-p-—1)

Beim kleinen R? kann Rad] sogar < O sein, aber man
sollte Modelle mit solchen Werten sowieso nicht in Betra-
cht ziehen. Bei gregeren Datensatzen ist Rad7 ~ RZ.

R? (1 - R?)

adj —



4.6 Auswahl der erklarenden Variablen
Gegeben sind Y und X7q, ..., Xp.
Man kennte Modelle berechnen:

1. vorwarts schrittweise

2. rackwarts schrittweise

3. alle (!) megliche Kombinationen (2P)

Wenn man vorwarts rechnet, versucht man immer die
nachstbeste erklarende Variable auszusuchen. Wenn man
rackwarts rechnet, wirft man die Variable weg, die am
wenigsten zum Modell beitragt. Es gibt verschiedene Al-
gorithmen dafur, aber alle sind theoretisch unzufrieden-
stellend, well

(a) Tests werden mit denselben Daten durchgefahrt

(b) das ObesteO Modell wird nicht unbedingt gefunden.



4.7 Beurteilung eines Modells

1. R? (oder ein anderes globales Kriterium)

2. Residuenplots

3. Ist das Modell sinnvoll?



Regression — Zusammenfassung

1. Theorie
(a) gut far einfache Situationen

(b) OgrauQi komplizierte Modelle

2. Praxis
(a) Auswahl Probleme
(b) Interpretations Probleme

(c) Sehr (sehr) oft angewandt



RoadRace Daten

> cor(tl,t2)
[1] 0.9508184

> cor(t1,t10)
[1] 0.4138426

> m2<-Im(t2+t1)
> summary(mz2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.304 -1.065 0.125 1.149 3.173

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1.4583 1.9345 -0.754 0.453
tl 1.0952 0.0404 27.110 <2e-16 Hkk

Signif. codes: 0 O =+ O 0.001 O~ O 0.01 6+xO 0.05 0.0 0.1

Residual standard error: 1.881 on 78 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9041,Adjusted R-squared: 0.9028
F-statistic: 735 on 1 and 78 DF, p-value: < 2.2e-16



> m1l0<-Im(t10+tl)
> summary(m10)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-20.776 -9.298 -1.898 5.799 42578

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept)  18.288 12.208  1.498 0.138170
t1 1.024 0.255  4.015 0.000136 Hkk

Signif. codes: 0 O %+ O 0.001 O*» O 0.01 0xO 0.05 0.0 0.1

Residual standard error: 11.87 on 78 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1713,Adjusted R-squared: 0.1606
F-statistic: 16.12 on 1 and 78 DF, p-value: 0.0001357



Conbdence and Prediction Intervals
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t-Verteilung
Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Var-
ianz 2. Fur n gross und o bekannt gilt

2
— o
n
Fur n noch gresser (was immer OgrossO heissen mag) gilt
es auch far o unbekannt.

Far n klein gibt es das Resultat von Student.
Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit unbekan-
nten Parametern p und o

X ~ N(p,0%)

dann gilt, dass die Zufallsvariable 1" aus einer Stichprobe
von n

_X-up

~s/yn

eine t-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden hat.

T

Fur n — oo wird die t-Verteilung eine Normalverteilung.
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